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The main topics of this thesis are local proximity spaces jointly with some

bornological convergences naturally related to them, and w,,—metric spaces, in par-
ticular those which are Atsuji spaces (or UC spaces), jointly with their hyperstruc-
tures. Local proximities spaces carry with them two particular features: proxim-
ity [48] and boundedness [37], [40]. Proximities allow us to deal with a concept
of nearness even though not providing a metric. Proximity spaces are located be-
tween topological and metric spaces. Boundedness is a natural generalization of the
metric boundedness. When trying to refer macroscopic phenomena to local struc-
tures, local proximity spaces appear as a very attractive option. For that, jointly
with Prof. A. Di Concilio, in a first step we displayed a uniform procedure as an
exhaustive method of generating all local proximity spaces starting from unform
spaces and suitable bornologies. After that, we looked at suitable topologies for the
hyperspace of a local proximity space. In contrast with the proximity case, in which
there is no canonical way of equipping the hyperspaces with a uniformity, the same
with a proximity, the local proximity case is simpler.
Apparently, at the beginning, we have three natural different ways to topologize
the hyperspace C'L(X) of all closed non-empty subsets of X: we can think at a
local Fell hypertopology or a kind of hit and far-miss topology or also a particular
uniform bornological topology. We proved that they match.

In the light of the previous local proximity results, we looked for necessary and
sufficient conditions of uniform nature for two different uniform bornological con-
vergences to match. This led us to focus on a special class of uniformities: those
with a linearly ordered base. They are connected with an interesting generaliza-
tion of metric spaces, w,—metric spaces. These spaces are endowed with special
distances valued in ordered abelian additive groups.

Furthermore, in relation with w,—metric spaces, we looked at generalizations of
well known hyperspace convergences, as Hausdorff and Kuratowski convergences

obtaining analogue results with respect to the standard case, [28].



Finally, we dealt with Atsuji spaces.We were interested in the problem of con-
structing a dense extension Y of a given topological space X, which is Azsuji and in
which X is topologically embedded. When such an extension there exists, we say
that the space X is Atsuji extendable. Atsuji spaces play an important role above all
because they allow us to deal with a very nice structure when we concentrate on the
most significant part of the space, that is the derived set. Moreover, we know that
each continuous function between metric or uniform spaces is uniformly continu-
ous on compact sets. It is possible to have an analogous property on a larger class
of topological spaces, Atsuji spaces. They are situated between complete metric
spaces and compact ones.

We proved a necessary and sufficient condition for a metrizable space X to be Atsuji
extendable.Moreover we looked at conditions under which a continuous function
f : X = R can be continuously extended to the Atsuji extension Y of X.

UC metric spaces admit a very long list of equivalent formulations. We extended
many of these to the class of w,—metric spaces.

The results are contained in [29].

Finally it is presented the idea about the work done jointly with Professor J.F.
Peters ( University of Manitoba , Canada). Our research involved the study of more
general proximities leading to a kind of strong farness, [52]. Strong proximities are
associated with Lodato proximities and the Efremovic property.We say that A and
B are 6—strongly far, where 0 is a Lodato proximity, and we write g if and only if
A § B and there exists a subset C' of X such that A § X ~ C and C § B, that is
the Efremovi¢ property holds on A and B. Related to this idea we defined also a
new concept of strong nearness, [53]. Starting by these new kinds of proximities

we introduced also new kinds of hit-and-miss hypertopologies, concepts of strongly

proximal continuity and strong connectedness. Finally we looked at some applica-
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tions that in our opinion might reveal interesting.
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Gli argomenti su cui ¢ incentrata tale tesi sono spazi di prossimita locali con
particolari convergenze bornologiche naturalmente collegate ad essi, ed w,—spazi
metrici, in particolare quelli che risultano spazi di Atsuji, con le loro iperstrutture.
Gli spazi di prossimita locali sono caratterizzati da due elementi: prossimita [48] e
boundedness [37], [40]. Le prossimita permettono di trattare con il concetto di vi-
cinanza, pur senza introdurre alcuna metrica. Gli spazi di prossimita sono collocati
in una posizione intermedia tra gli spazi topologici e quelli metrici. Una bounded-
ness, invece, rappresenta una naturale generalizzazione del concetto di limitatezza
in senso metrico.

Nel tentativo di riferire fenomeni macroscopici a strutture locali, gli spazi di
prossimita locali appaiono come un’opzione molto attraente. Pertanto, in collabo-
razione con la Prof.ssa A. Di Concilio, in un primo momento abbiamo individua-
to una procedura uniforme come metodo esaustivo per generare tutti gli spazi di
prossimita locali partendo da spazi uniformi e bornologie opportune.

In un secondo momento, I’attenzione ¢ stata rivolta verso topologie adatte per
I’iperspazio dei chiusi non vuoti di uno spazio di prossimita locale. In contrasto
con il caso prossimale, in cui non vi ¢ alcun modo canonico di dotare I’iperspa-
zio con un’uniformita o prossimita, il caso prossimale locale risulta pid semplice.
Apparentemente potremmo considerare tre diversi modi di topologizzare CL(X),
I’iperspazio dei sottoinsiemi chiusi non vuoti di X: potremmo considerare una iper-
topologia di Fell locale, oppure un tipo di topologia hit and far-miss, o ancora un
particolare tipo di topologia uniforme bornologica. Abbiamo provato che, in realta,
esse coincidono.

A partire da tale risultato, 1’obiettivo successivo ¢ stato quello di individua-
re condizioni necessarie e sufficienti che permettessero di ottenere la coinciden-
za di convergenze uniformi bornologiche associate ad uniformita e bornologie di-
stinte. Cid ci ha condotto a considerare una classe speciale di uniformita: quel-

le con basi linearmente ordinate. Esse sono collegate ad un’interessante gene-
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ralizzazione degli spazi metrici, gli spazi w,—metrici. Tali spazi sono dotati di
speciali distanze a valori in gruppi abeliani linearmente ordinati. Inoltre, in re-
lazione agli spazi w,,—metrici, ci siamo concentrate su generalizzazioni di risulta-
ti noti per convergenze su iperspazi, in particolare convergenze di Hausdorff e di
Kuratowski, [28].

Abbiamo poi trattato gli spazi di Atsuji. Ci siamo interessate al problema di co-
struire estensioni dense di spazi topologici, che fossero di Azsuji ed in cui lo spazio
di partenza fosse immerso topologicamente. Gli spazi di Atsuji svolgono un ruolo
importante, in particolare perche ci consentono di trattare con una struttura molto
buona quando ci concentriamo sulla parte piu significativa dello spazio, I’'insieme
derivato. Essi sono collocati tra gli spazi metrici completi e quelli compatti. A
tal proposito, abbiamo individuato una condizione necessaria e sufficiente per uno
spazio metrizzabile affinch¢ ammetta una un’estensione densa topologica di Atsuji.
Inoltre abbiamo considerato condizioni affinche funzioni continue sullo spazio di
partenza fossero estendibili con continuita all’estensione di Azsuji.

Gli spazi metrici UC ammettono una lista molto lunga di caratterizzazioni equi-
valenti. Abbiamo esteso molte di esse alla classe degli spazi w,,—metrici. I risultati
sono contenuti in [29].

Infine la tesi contiene le idee sviluppate durante il lavoro di ricerca in collabo-
razione con il Prof. J.F. Peters (University of Manitoba, Canada). Tale lavoro ha
riguardato lo studio di prossimita pid generali che ci hanno condotto al concetto di
forte lontananza (strong farness), [52]. Queste relazioni sono associate a prossi-
mita di Lodato ed alla proprieta di Efremovi¢. Diciamo che due sottoinsiemi A e
B sono d—strongly far, dove § ¢ una prossimita di Lodato, e scriviamo g se e solo
se A § B ed esiste un sottoinsieme C' di X taleche A § X ~C e C § B, cioe la
proprieta di Efremovic vale su A e B. In relazione a quest’idea abbiamo anche defi-
nito il nuovo concetto di forte vicinanza (strong nearness), [53]. Partendo da questi

nuovi tipi di vicinanza / lontananza abbiamo introdotto nuovi tipi di ipertopologie



hit and far-miss, concetti di continuita fortemente prossimale e connessione forte.
Infine abbiamo rivolto I’attenzione ad alcune applicazioni che, secondo la nostra

opinione, potrebbero risultare interessanti.
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